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Déterminants
E est un espace vectoriel de dimension finie n sur un sous corps K de C

1. formes n-linéaires alt ernées

a. définition

(Vp € N*a: E? — K est une forme-plinéaire si

Vi € {1,2,..p},V(21, T2, . Tio1, Tit1, -&p) € KP™! l'application : {
est une forme-linéaire-

b. définition

si ¢ est une forme p linéaire, ¢ est alternée si

V(21,22 0 Tp) € KP, [3(4, J) € {1,2,.pP £ D ctigine @] =2 o(ziazy)is 0]

c. propriétés équivalentes

pour toute forme p linéaire, les propriétés suivantes sont équivalentes :

o o cst alternée

e V(x1,..x,) € EP, pour toute transposition 7 de {1,2,.p}, ,)y 75 2r(py) = =fp (21
® Y(x1,...zp) € EP Vo € 0p, p(@a)sTo@y+itegy) = elo)o((Z1255.1Tp)

e V(z1,...2p) € EP, (@, iiimy ) liée S0 (m i i) =

@

d. propriétés (définition)

7 ALE)

espace vectoriel de ldimension

(Qi,-...eﬂ). on I'appelle dehg
(] detB(B) =
o dety est une base de I'espace vectoriel des formes n linéaires alternées sur £/
e pour toute forme n linéaire alternée @ il existe A € K tel que ¢ = Adetp
e si B et 3 sont deux bases de E. detgl = detg/(8) detg

2. déterminants

a. déterminant d'une famille de n vecteurs dans une base 5

detps(ug, us..., ty)

L. déterminant d'un endomorphisme

s (f(e

@ si B = (e, ...eq) est une base de E si f est un endomorphisme de I, alors detys (
pas de la base I5_

® on pose det fi=dets(f )i i)

¢. déterminant d'une matrice carrée

M e M, (K) de colonnes Cy, Cs. ... Cy,

e si B est la base canonique de K", on pose d
. K* — K"

® sim: 1 v o MY

alors matpm = M et det M = detm

3. propriétés

a. ® Y{f.g) € L(E)? det(fog)=det fdetg
o V(M.N) e _MN{K)Q, det(MN) =det M det N
o V(uj.ug. ..uy) € E™ detp(ur, us, .., Uy) # 0 & (up. Uz, ... uy) famille libre < (uy. us
ratrice < (uy.us,..,u,) base
o vVic LIE)detf#£0 — feGL(E)
o VM € M, (K).detM #0 < M e GL,(K)

4. expressions
A= (as4)1<ij<n € M, (K)

o detA= > T[]:el0)aian

T _f(_';rllva’;._..

G

sy Lp )

e si E est un espace vectoriel de dimension n, I'ensemble des formes [n-Tinéaires| alternées sur £ est un

e si B =(eq,...e,) est une base de E il existe une unique forme n linéaire alternée qui prend la valeur 4 sur

f(e,)) ne dépend.

ety ) famille géné-



odetA= % H 5(.'ff;)a«p(j)vj

peo, j=1
5. calculs
e transposition
VA € M, (K); dethdezdetA
colonnes
o on pe change pas la valeur du déterminant de A si on ajoute a une colonne de A une combinaison linéaires
des autres colonnes
© st on permute deux colounes de 4. son déterminant est changé en son opposé
si on permute plusieurs colonnes de A, son déterminant est multiplié par la signature de Ja permutation
si on multiplie une colonne de A par . son déterminant est multiplié par A

si-on multiplie toutes les colonnes de A par A, son déterminant est multiplié par A"

<

[V

<

o lignes
meémes propriétés
o cofacteurs
o sl A= ((LZ’J)1§1.]§“ S .Mn(K)., si (Z'(].jg) € {l?, ..,’17,}2
si Xy, € My_1(K) est la matrice extraite de A obtenue en otant la ligne 7g et la colonne jg.
on appelle cofacteur d’indices (7g, jo) le réel ¢, j, = (=1)" 7% (=1)"" det(X;, ;,) = (= 1) det( X5, j, )
n
o développement par rapport a la premiere colonne : det(A) = > a; 16
% 1 =i
¢ développement par rapport a la j'°¢ colonne : det(A) = > a; jei 5
Y 7‘11:1
o développements par rapport a la i**™¢ ligne : det(A4) = > a; ;¢
=1
e comatrice !
o si A e My (K). la matrice C' = (¢ j)1<ij<n € My(K) matrice des cofacteurs de A est la comatrice de A4,
notée com(A)
o propriété : VA € M, (K), A.(*comA) = (‘comA). 4 = (det AT,

o : ; : lini
o application : si A est inversible, A=! = (fcomA)
det A

0. autres applications des déterminants

o recherche du rang d'une famille de vecteurs, d'un endomorphisme, d'une matrice, d'une application linéaire
o résolution d'un systéme linéaire (méthode de Cramer)

o ¢tude du rang et de la compatibilité d'un systéme linéaire

o orientation des espaces vectoriels réels

W\B*')q ma}‘e = r‘h&;’}‘f;
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