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Notations : P désigne le plan affine usuel et V l'ensemble des vecteurs du plan

% .- Modes de repérage

4. Repére cartésien

j Rappels Un repére cartésien du plan P est un triplet (O, 1, j) ou O est un point donné de P, appel€ origine, et i

et 3 deux vecteurs non colinéaires de V. Le couple (T, 3) est une base de V.

Si YJ_] le repére est dit orthogonal et la base est dite orthogonale

Si {|1|L[|J ”an ’ le repére est dit orthonormal et la base est dite orthonormale
il=|j|=

Exercice1 A,,...,A, sontn points donnés du plan. a,..., o, sont nréels donnés vérifiant o, +---+at, #0.

1. Rappeler la définition du barycentre G du systéme {(A1 ,0 ), (AL O, )}

2. Déterminer les coordonnées de G

Exercice 2 Le plan affine est rapporté au repére R = (O, f,:]:)

=5 X e -
1. On considére le nouveau repere R'=(0O",1,J) avec O'( ”j, I(Bj, J[Y].
Yo

Ecrire les formules de changement de repére.
2. La courbe (C) a pour équation x* —y* =1 dans le repére R.
1

J2

Ecrire I'équation de (C) dans le repére R'= (O,f, j) avec [ = (f~3) et J= %(f+ ]) :
2

2. Coordonnées polaires

Le plan affine euclidien orienté est rapporté au repére orthonormal direct O,1,]).

Soit M #0.

On choisit u un vecteur unitaire de la droite (OM) ( 2 choix sont possibles) .

On note O une mesure (définie a 2w pres) de l'angle (T, u ) 4 i G/ &
Alors : (W:pﬁ:p(cosef+sin9]) avec peR* N 0

\ Définitions Le couple (p,0) est UN couple de coordonnées polaires de M
‘ ° p est le rayon polaire de M

* O est I'angle polaire de M

° O est appelé pole et I'axe (O ,f) est appelé axe polaire

Remarques  ° Dire que M a pour coordonnées polaires (p, 0) signifie OM =p u= p (cos 01 +sin 9})
* Le point O n'a pas d'angle polaire ; il est caractérisé par son rayon polaire : p=0
 Le rayon polaire p peut étre négatif

* Le vecteur u est un vecteur "variable" : il dépend de M.

ATTENTION  Un point posséde une infinité de couples de coordonnées polaires.
¢ Pour un point M donné (distinct de O) il y a deux choix pour le vecteur u

e Le vecteur u étant choisi, 0 est défini a 2n pres.

A0



{Théoréme *Si (p,0) est UN couple de coordonnées polaires de M alors les couples de c?mrdonnées boléires!
t deMsont: (p,0+2kn) et (—p,0+7n+2kn) (ot keZ) {

* En particulier (p,0) et (—p,0+7) sont deux couples de coordonnées polaires du méme point l

|

Exercice 1 Ecrire un systétme de coordonnées polaires pour les points suivants, donnés par leurs coordonnées
cartésiennes A(1,0) , B(0,1) , C(-1,0) , D(0,-1) , E(1,-1) , F(-1,1) , G(1,~/3) , H(—/3,-1)

Exercice 2 "Passage des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes'
M, distinct de O, a pour coordonnées polaires (p,0). Ecrire ses coordonnées cartésiennes.

Exercice 3 '"Passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires"
M, distinct de O, a pour coordonnées cartésiennes (X, y) . Ecrire un couple de coordonnées polaires de M

Exercice 4 M, distinct de O, a pour coordonnées polaires (p,0) . Ecrire un couple de coordonnées polaires de :
* M, symétrique de M par rapport a I'axe des abscisses l
* M, symétrique de M par rapport a I'axe des ordonnées
* M, symétrique de M par rapport a l'origine

Exercice 5 Ecrire une équation polaire des droites :

X'Ox y'Oy (Dy):y =x (Dy)iy=—x
(D,):y =3 (D,):x=-2 (Ds):V3x-y=1 (D) 3x-2y=5
/D.?’): s &8 ..;—i/i ,gi.

Exercice 6 Que représentent les équations polaires suivantes :

(1):p:——'1— v(2):p:—~—%- (3):-1—=cos€)—\/§sine =
sin® ’ cos6 p

@ip=—r——s
cos(e—Ej
3

Exercice 7 Ecrire une équation polaire du cercle de centre I(p,,0,) et de rayon R dans les cas suivants :

a)l=Oet R=2 b) 1(\/5,—3) et R=1 ¢ 1(—\/5,2) et R =+2

d) 1(-1,0) et R=1 ) 1(2,—--;‘-) et R=2

Exercice 8 Que représentent les équations polaires suivantes :
a) p> +2psin0+1=0 b) p> —pcosO—psin@+1=0 c) p=sin0 d) p=—2cosH6
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4L Produit scalaire ~ \T
1. Définition ‘

|
,,,,,, |
‘Définition . . -~ - I 1 |
|
\
|

On appelle produit scalaire des vecteurs u et v le réel, noté u.v, défini par :

o si I'un des vecteurs est nul : u.v=0

L osiu=0 et v#0, u.v=”unllvucos(u,v)

Remargue le produit scalaire ne dépend pas de l'orientation du plan

’ Définition

u et v sont dits orthogonaux si et seulement si u.v=0 }

e

Remarque 2 i u et v sont non nuls, colinéaires et de méme sens : u-v= Hu” N v“

et v sont non nuls, colinéaires et de sens contraire : u v = —H u “ ”VH

=

|
\
\
|
Remarque 1 le vecteur 0 est orthogonal a tout vecteur (et donc a lui méme)
°si

3. Interprétation en terme de prolectlon

; Théoréme Soient A, B, C trois points du plan, avec A#B,etHle pro;ete orthogonal de C sur la droite (AB)
AB.AC=AB.AH=AB AH

A ¢ = v b c B - T
Demonstran()n VOIF COUFS AB A(_ = Ai’ 4(« u)'( = A?) )\\H = '“ AR AN KR AC= AR (<AL casf)
ol ‘ T AR,
LT Al . @
" W (\\ e = AG. AW

3. Interprétation en terme d'affixe

Le plan affine euclidien orienté est rapporté au repere orthonormal direct (O, i]) i

u a pour affixe a

| Théoréme - o _
Si alors u.v=Re(ab)

|
\
“ Démonstration .  VOIr cours

va pour affixe b

Ty I P e
Si, dans le repére orthonormal direct (O,i,j), u(x et v(x,) alors u.v=xx"+yy'

“ Déemonstration .  voir cours

4. Propriétés du produit scalaire

a) Regles de calcul

'_I‘_h_e_g_re_mg Pour tout vecteur u et v, pour tout réel A et p :

—- —- -

°uv=v.au
° (ﬁ+;).w=u.w+;.; , (Au).v=2A(u.v)
° “(V+W) WY+ uw 5 “(HV) P(“ V)  preduibde 2 vedeus esk on \Tf,(j‘;.j;,L

(on dit que le prodult scalalre est une‘éfor’iiw bilingaire ¢f symétrique)

Démonstration : il suffit de se placer dans un repére orthonormal direct et d'utiliser les coordonnées des vecteurs




X

b) Identités usuelles

0 i F 4 —.2 r . i
Notation : u.uestnoté u (carré scalaire deu )

ATTENTION u” est un REEL positif ou nul

-

Théoréme |  poyyr tout vecteur u, v :

cu =lalf

c@+v =lall +I5F+2u5  @-v2?=lal +I5 ) -2u.5

) ~ 2 % e s
ul = v =(u+v).(u-v)

Exercice  ABCD est un parallélogramme. Etablir AC? + BD? = 2(AB? + AD?)

¢) Expression du produit scalaire dans une base orthonormale quelconque

Théoréme B =(i, j) est une base orthonormale quelconque.

IL Si ﬁ=x€+y} et ;zx'i+y'_j alors : l:.;’ZXX'+yy' et ||l]|]=\/x2+y2
NG N ; o e e WA Homee L B o esen . o me @
Démonstration :  voir cours (:u+3‘))(a-+¢163_xx \H. 2y g_‘_ qx‘}‘":.’ ~ 4y .‘)S’

_© - i

Application Le plan affine euclidien est rapporté au repére orthonormal (O,f,}) .

Si A(;OJ, B(?) alors AB=\/(X1 ~%)? + (¥, =¥, )
0 1 :

5. Application : projection orthogonale sur une droite

u.AM -

-2 o
[a]

H, projection orthogonale de M sur (D), vérifie : AH =

Démonstration :  voir cours

Exercice  Le plan affine euclidien est rapporté au repére orthonormal (O, 1, ).
1. Déterminer le projeté orthogonal de M(3,2) sur (D):2x + 3y =1
2. Définir la projection orthogonale sur 3x =5y =2 (I})

B B B . W EamC e .,.M):x+2735
PN'S \s r‘ef{)-lﬂ)k\aw P f’ap(pcm\'- \A)

Théoréme Soient (D) la droite passant par A et de vecteur directeur u etMun point quelconque du plan.

A0
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W Droites du plan Y
1. Représentation paramétrigue ks

Le plan affine euclidien est rapport¢ au repere (O, f,j) .

Une droite (D) peut étre définie par :

XOJ et d'un vecteur directeur ﬁ[g) (u#0) DWW

» ou la donnée de deux points distincts A et B (on prend alors u=AB )

¢ la donnée d'un point A (y
0

X =Xg + Aol ...a._;\,_*
D {yzyoJr?u@ reR A

M (;j € (D) si et seulement si il existe A € R tel que AM = A u, clest-a-dire

Le systéme (I) constitue une représentation paramétrique de (D)

5 @ g . . X ' ~(a
Réciproquement un systéme de la forme (I) représente la droite passant par A( 0 j de vecteur directeur u ( 8 j

Yo

Exercice 1 Ecrire une représentation paramétrique de (D) dans les cas suivants :

a) A(2,1) et u(-1,3) b) A(1,3) et u(1,0) ¢) A(1,3) et u(0,1)
i ; , Xn) e x=4-3t
Exercice 2 Quel est I'ensemble des points M (y)verlﬁant {y i teR ?

2. Equation cartésienne d'une droite

Rappels Une droite (D) a une équation cartésienne de la forme : ax + by =c¢ avec (a,b)#(0,0) "
s 1

fedif de (D) est %ﬁ( {? e dain 1\

I\ 5 |

Exercice  Ecrire une équation cartésienne de (D) dans les cas suivants :

a) (D)=(A,u) avec A(2,1) et ﬁ@j b) (D)=(AB) avec A( 4) et B@

3. Parallélisme de deux droites

Théoréme | Les droites (D):ax+by=c (avec (a,b)#(0,0)) et (D"):a'x+b'y=c' (avec (a',b")#(0,0)) |
b
a' b'

|
|
|
|
|
!
|

{ sont paralléles si et seulement si

J

Démonstration :  voir cours

ax +by=c
a'x+b'y=c

Application

Le systéme (I){ , d'inconnue (x,y), admet une solution unique si et seulement si

a b

o £0 ek Sodim s (T) reprtinte 2 dibe non
a

Si 8 =0 le systéme a aucune solution ou une infinité

& est appelé déterminant du systéme (I)

Démonstration :  voir cours

er:  (x) {&x-rgﬂ-"‘*"""
Sx 4 hy+24 =0

A3



Lxercice

Discuter et resoudre Ies systemes suivants, dimconnue (X, y), m etant un parametre reel :

(H){(3m+1)x+(m+5)y=m—9

2mx +(m+2)y =—4

I mx +(m—3)y =6
O (m+Dx+(m—-1)y=4

4. Vecteur normal a une droite

Le plan affine euclidien est rapporté au repére orthonormal (O,i',j) )

| Définition

-

v est normal 2 la droite (D) si et seulement si {v =0

est orthogonal a un vecteur directeur de (D)

Théoréme

Soit (D):ax +by =c (avec (a,b)#(0,0)). Un vecteur normal a (D) est ;(;)

Exercice

Ecrire une équation cartésienne de la droite passant par A(2,1) et perpendiculaire & (A):3x —4y=1

5. Distance d'un point a une droite

’ Théoréme X
Soient (D):ax +by +¢=0 (avec (a,b) #(0,0)) et M, y°

‘ 0

|

| ’ X | axy + by, +¢|
La distance de M, a (D) est d[M,,(D) |=—F——++—

| 2 2

‘ va“ +b

Démonstration :  voir cours

Exercice  Ecrire une équation cartésienne des bissectrices des deux droites : (D) 3x —4y=-1 et (A) —12x+5y=7

A EA
Ao alx, -Na)+ b ((, ~Ab) - =0
&> e X 4 PY - C - “'\%;2' b(}-) = O
@ A 2=t "‘Lo +&
as &~ ko %
» o w  J—— el T2
A;“‘S;/ d k\’\c>,(ﬁ)>-"-‘ & H“o n ii:f.ﬁmi‘.}:!‘” il ,T,' ‘} U o= i s A I’ "'i \/& =
a2 b2 o _4.\‘:::

&> 5 HY\Q i PN
¢ nep)

\xa: Normm a\ g‘ (D\\
HE (D)

dor\gv\ (‘I" A;j

@J{_L ..,..2(
Yo~ qH -

HeED)

Aa
Ab

MUy



'ﬁ'/- Cercles du plan

Le plan affine euclidien est rapporté au repére orthonormal (O, i, J ).

1. Equation cartésienne d'un cercle
Méthode  Une équation cartésienne du cercle (C) de centre I(x,,y,) etderayon R s'obtient en traduisant :

Me(C) © IM? =R?
Exercice 1 Ecrire une équation du cercle de centre 1(1,3) et de rayon R =2

Exercice 2 Que représente :
a) x* +y* —2x=07? b) x* +y” —4x+6y—14=0 ? x> +y? —x+y+1=0 2

2. Représentation paramétrique d'un cercle

Rappel Une représentation paramétrique du cercle de centre 1(x,,y,) et de rayon R est : {X =g RC.O o (6eR)
y=Y, +Rsin6
3. Problémes d'intersection
Probléme 1  Etudier I'intersection de la droite (D) et du cercle de centre I et de rayon R
Ilya3cas:
d[L,(D)]>R d[1,(D)]=R d[L,(D)]<R
(©) (D) (C) (D) (D)
©) B
H H I. 4H
A
C©)ND)=0 (C)Nn (D) =1{H} (C)n(D)={A, B}
Probléme 2 Etudier I'intersection du cercle (C), de centre I et de rayon R, et du cercle (C"), de centre J et de
rayon r.
Ilya 5cas:
U>R+r U=R+r IR-r/<IJ<R+r

©) (€) (©)
(©) (©) (C’)

cercles disjoints (extérieurement) cercles tangents extérieurement cercles sécants
=R -1 U <[R -1
(C)L)
cercles tangents intérieurement cercles disjoints (intérieurement)
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