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I - Intégration des fonctions en escalier

a et b désignent deux réels vérifiant a <b

1. Subdivision de P’intervalle [a,b]

Définition | On appelle subdivision de I’intervalle [a,b] toute suite finie 6 =(x,, ...,x,) telle que:

a=x,<X;<--:<X,=b

“)&5

On appellemde la subdivision :i e

Exemples (1,2,6) est une subdivision de [1,6] de pas 4
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2. Fonction en escalier sur [a , b]

Définition | . [a,b]— R est une fonction en escalier sur [a,b]s'il existe une subdivision oc=(x,,...,X,) de

[a,b] telle que f soit constante sur chaque intervalle ]x;,x;.,[ ; oest alors appelée subdivision
" A n3 }f*"“"‘%.
adaptée a f E e T o B
0 si x=0 v Self
Exemple La fonction f définie sur [0,4] par f(x)=< 1 si 0<x<3 esten escalier sur [0,4]
5 si 3<x<4
o =(0,3,4) est une subdivision adaptée a f'; mais (0, 1, 2, 3,4) est aussi une subdivision adaptée a f‘" o

|

oo s

v

Notation E([a, b] ) désigne I'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] a valeurs dans R

Remarque| o sifet g sont des fonctions en escalier sur [a,b] alors f +g, af (aeR), fxg sont des fonctions en
escalier sur [a, b]

esi feE([a,b]) alors |f|eE([a,b])

3. Intépration d'une fonction en escalier

Soient feE([a,b]) et o=(X,,...,X,) une subdivision adaptée a f. Pour x e ]xi,xm[ on pose : f(x)=2,.
i=n-1

On pose: S, (f) = Z Ay (X —Xi)
i=0

Probléme : o' étant une autre subdivision adaptée a f comparer S_(f) et S_ (f)

Le raisonnement comporte 3 étapes

1 étape : Soit ¢ un point de [a, b] n'appartenant pas & ¢ et posons YA Ny Bx)
L
o, =cU{c}. Supposons, par exemple , X, <c <X,
i=n-1
Se(F)=Ae(x; =X¢) + Z Ai(Xip — X4) ca

=1
i=n—1
So () =ho(C—Xo) + A (X =€)+ D Ai(Xiyq =%;) =S, (F)
=1

On raisonne de fagon analogue si x; <c<x, , ...

o= v smaw om

awvx

a:Xe X4 %n

Donc : si on ajoute un pointc a & alors S, (f)=S; (f) ou o, zcu{ c}

eme ¢

27" étape :  On ajoute un nombre fini nde points a ¢. On obtient une nouvelle subdivision , qui vérifie :
S () =S, (f) (il suffit de répéter n fois le raisonnement précédent)

1



eme

3°™ étape :  On considére la subdivision 6 UG’ . On passe de o (respectivement ') a ¢ U G’ en ajoutant un nombre

fini de points . Donc :

Sy (1) =Sy () et S, (F)=S, o (F). Nenrésulte: S, (£)=S_.(F)

Théoréme | S_(f) est indépendant de la subdivision o adaptée a f

R "
Definition S, (M) est appelée intégrale de fsur [a,b] et est notée j f(x)dx
a
b i=n-1
Remarque 1 J. f(x)dx = Z Ai(Xi —X;) ou A; désigne la valeur de la fonction f sur ]x,» ,xm[
a i=0

. . b
Remarque 2  x est une "variable muette" ; on peut écrire I f(t)dt ,...

a

Remarque 3 les valeurs prises par faux points X, , ..., X, n'interviennent pas dans la valeur de I'intégrale

Remarque 4  si on change la valeur de fen un nombre fini de points I'intégrale de f'sur [a, b] est inchangée

: . b p .
Remarque 5 si fest a valeurs dans R*, _[ f(x)dx représente une aire

a

Conventions Ja f(x)dx =- J.bf(x) dx et J.a f(x)dx =0

b a a

4) Propriétés

Théoréme E([a,b] - R
L'application 1 : f - I(f)= Ibf(x) dx st une forme linéaire ; c'est-a-dire :

a

¥(f.g) e (E(la, b))’ V(o B e R, [ (af(x) + Bgx))dx = [ f(xydx + B [ g(x) dx

Théoréme | fet gappartiennenta E([a,b]) '
b
1. si a<b etsifestpositive sur [a,b] alors I f(x)dx >0 /v\ pas do
} 2.

e
a s

.y " .~
L < (.A@;(lm,u.x{_
]

2. si a<betsi Vxela,b], f(x)<g(x) alors J.bf(x)dxs jbg(x)dx
donb 5_2 ol ‘mi\“\w a dmc)ﬁ.—@ >0

:',l::u\m X 1 oeb ¢b . :
‘ 3. si a<b alors I f(x)dx [< .[ |f(‘x_*)|dx:,l
BBt e ;
4 b A W\ S —
4. si a<b etsi ‘v’xe[a,b],lf(“x) ‘M alors f f(x)dx |{sM(b-a) | Pend
a b b
5. si cela,b] alors j f(x)dx:jcf(x)dx+j f(x)dx t
a a C
ATTENTION les points 1 et 2 N'ADMETTENT PAS de réciproque.
. |4 siosx<1 |1 siosx<t :
Contre exemple : f(x)= ‘_1 &l Aresm B g(x) —} 2 s 1<x<3 f et g sont en escalier sur [0, 3]
3
° I f(x)dx =4x(1-0)+(-1)x(3-1)=220 alors que f est négative sur [1, 3]
0
3 3
. f g(x)dx =1x(1-0)+2x(3-1)=52 J. f(x)dx alors que sur [0, 1] g(x)<f(x)
0 Y /“ 176 0
;‘ ) = “‘_‘r ,.:}.-\l

;(.: K '/,

—

~

LT

! -
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— U A1TDOM UES 10MLUONS CONtINUWes par morceaux \
a et b désignent deux réels vérifiant a < b
Si, pour tout x e[a, b],

1. Définition

@(x) < y(x) on dit que ¢ minore y (ou que y majore ¢ ) et on note ¢ <y

Définition | f:[a,b] > R est continue par morceaux sur [a,b] si:
* fadmet un nembre fini de points de discontinuité
* en chaque point de discontinuité (distinct de b) f admet une limite finie a droite
* en chaque point de discontinuité (distinct de a) f admet une limite finie 4 gauche
Interprétation : bE)

il existe une subdivision (xg,....x,) de

|
!
T [a,b] telle que f soit continue sur chaque
)I/\f )\/ intervalle ouvert |x;,x;,[ et soit
! prolongeable par continuité sur [x,- » Xt ]
1
1

(

|

| > %
&Ny AA Ay )(;.b

Remarque | Sy chaque intervalle [xl- 3 xm] f est bornée. Donc fest bornée sur [a, b]

Remarque | . ne fonction en escalier est continue par morceaux

* une fonction continue sur [a, b] est continue par morceaux sur [a, b]
1
* la fonction f:[0,1] > R définie par f(0)=0 et f(x)=e* six elo,1]

sur [0,1] (car lim f(x)=+40) ) \
x>0t

n'est pas continue par morceaux

4 non bornee. —p £ nen conbinuc LT MordlIu

Remarque

Sifet g sont continues par morceaux sur [a, b] il en est de méme de f + g, af (o€ R), fxg, Ifl

2. Approximation d'une fonction continue par morceaux

Théoréme

auxur[a, b] .
Pour tout £>0: 1. il existe 6, fonction en escalier sur[a, b] , telle que | f -0 |<e

2. il existe @ et y , fonctions en escalier sur [a, b], telles que p<f <y et y-¢p<g

interprétation de 1.

interprétation de 2.

@/"

|
t
i
1

- — G — “7
O o b

P S S S el X

t
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L . . Pour tout £> 0 il existe ¢ et \y, fonctions en escalier sur
Pour tout € >0 il existe 0, fonction en escalier sur [a, b],

a, b], telles que, pour tout x €[a, b], o(x <f(x) <wy(x
telle que, pour tout x €[a, b], 8(x) —g<f(x)< 0(x)+e eEt W(l) i (p(x()lli g o [2.0]. 96 x)

3




3. Intégration des fonctions continues par morceaux

hypothése : f est continue par morceaux sur [a, b]

* fest bornée sur [a, b]. 1l existe donc deux constantes m et

Mtelles que : Vx e[a,b], m<f(x)<M 1L

» On consideére les fonctions en escalier u minorant f (il
existe au moins la fonction x> m) et on calcule

b
l(u):.[ u(x)dx
a
On envisage l'ensemble U :{I(u) / ueE([a,b]) et u<f}

U est une partie non vide de R majorée par f Mdx<fl(b-a) an
\__/

MM Mons Yem

UG

la partie U admet une borne supérieure, notée I (f) 0

Su‘o e I %)

° On considére les fonctions en escalier v majorant f (il existe au moins la fonction x > M) et on calcule

Iv)= | > v(x)dx

On envisage l'ensemble V = {l(v) / veE(la,b]) et f< v}

. . . r b
V est une partie non vide de R minorée par J- m dx

la partie V admet une borne inférieure, notée 1" (f) s P V-

* Les fonctions en escalier u et v vérifiant u <f <v.On a donc I(u)<I(v).On en déduit I"(f) <I*(f)

e Supposons 1™ (f) <I1"(f) et posons 8:%(I+(f)—lf(f)) (e>0)

D'aprés le théoréme du §2 il existe deux fonctions en escalier sur [a,b], @ et y, telles que p<f <y et y—¢< % &
b b b b
On a donc I e(x)dx <17 (f) , J y(x)dx >17(f) , J y(x)dx — J. o(x)dx <eg
a a a

b
On en déduit 1" (f)—1"(f) < I y(x)dx — _[ o(x)dx <e ce qui implique 2 <g, soit €<0.
a g g‘ A 3 A' S‘ QéQ

a

On aboutit & une impossibilité. On a donc I"(f)=1"(f) = ‘_/;: 1
3k

|
|
!
2

. TR

Théoréme | j fest une fonction continue par morceaux sur[a, b] alors I"(f) =I"(f) . Cette valeur commune est

et
définition

4. Premiére propriété

Théoréme | Soit f une fonction continue par morceaux sur|a,b].

b
{ f= lim Iq)n(x)dx
a,b]

n—+o a

appelée intégrale de f sur 'intervalle [a,b] et est notée _{

Soit (u, ),y une suite de réels strictement positifs tendant vers 0.

* Pour tout ne N il existe ¢, , fonction en escalier sur [a, b], telle que | f — ¢, |<u,

o

g 8 i OF 1 W=0



Démonstration
e I'existence des fonctions en escalier ¢, résulte du théoréme du §2.

Py =y STEQ, Fu,

D'aprés la définition de I'intégrale : J.b((p"n(x) —u, )dx < {
a a; b]

s b b
Soit : J ¢, (x)dx — un(b~a)s{ fsj ¢, (x)dx + u,(b-a)
a,b]

a a

D'ott <u,(b-a)

a

b
[Lyf Lot

N+

£< (04 (%) +u, )dx

On en déduit : lim { f - Ih(pn(x)dx:(),c’est-é—dire { f=lim _[b(p"(x)dx
a,b] a,b] N>+

a a

5. Un exemple

[ i T

[0,1] — R

iSoitf:' )
‘ XX

'« fest continue sur [0,1]

1 i l..‘
*Pour n>1 onpose: x,=0,X;=—,...,Xi=—,..., X, =1 :
0 1 n n

' » On définit la fonction en escalier ¢, par :

- ‘v’ie{O,- . -,n—1},Vxe[x,~,xi+,[,(pn(X)=f(X.')=i—

- Py (1) =1
* Pour x €[x;, Xj,q| o) =
7+ ? o+ Gned
OSf(x)—(pn(x):xz——zs b et < et f(1)—o,(1)=0
n n n- -on n-
2n=-1
Donc |f — @, |<— ot liss An-4 o
n AN 400 n*

D'aprés le théoreme précédent on en déduit : ‘( f= lim II@,] (x)dx .
0,1 0

cen -3 N+
i Bt T T, (n—D)n(2n -1 i
[ondx=) —-=—Y i =(—~)(3—~) et lim [, (x)dx=
0 i=o n° N n’ 5 6n° N>+ <
1

des ordonnées et la droite d'équation x =1

L

6. Extension de la &%finition

Définition | f est continue par morceaux sur l'intervalle I. a et b sont deux éléments quelconques de I. On pose :

esia<b Ibf(x)dx:J; £
a a,b]

esiasbh J‘bf(x)dx:—_{ £
b,a]

a

esia=b jaf(x)dx:o

a

1

Donc :

{0,1]

P o
3

peut donc €tre interprété comme l'aire de la partie du plan comprise entre I'arc de parabole, l'axe des abscisses, I'axe



III - Propriétés de l'intégrale

1. Linéarité
Théoréme | sj fet g sont continues par morceaux sur [a,b] (ou [b,a]), si (a,p)eR” :

["(g + ey dx=o [ Fo dx + B [ g(x)d

2. Relation de Chasles

Théoréme | soit f une fonction continue par morceaux sur l'intervalle [; soient a, b et ¢ trois points de |

jbf(x)dx: [ Feodx+ [ fx)dx

3. "Positivité' de l'intégrale

Théoréeme Sia<b, si@est c%g*

b
aux et [positivésur [a,b] alors '[ f(x)dx =0

Attention ce théoréme n'admet pas de réciproque et il faut a <b //“gt\‘

4. Conséquences de la positivité

a)
Théoréme f et g sont continues par morceaux sur [a, b b b
{ & P [a, b] et sia<b alors : J.f(x)dxs.[ g(x)dx
a a

Vx ela, b], f(x)<g(x)

Attention ce théoréme n'admet pas de réciproque / /Y

b)
Théoréme

b
Si a<b etsifest continue par morceaux sur [a N b] alors : l I f(x)dx
a

< [*£60|dx

5. Inégalité de la moyenne

Théoréme | Si fet g sont continues par morceaux sur [a,b] avec a < b alors :

f(x)g(x)dx

< s[up If(x)| x j b[g(x)]dx

Xegla

Démonstration J.bf(x)g(x)dx < Iblf(x)|[g(x)|dx< Jb sup |f(x)]><|g(x)|dx
soit : Ibf(x)g(x)dx sup ’f(x)| I |g(x)|dx

xea a

Pour g(x)=1 on obtient :

Cas . .
[hetadt < .
articulier | Si f est continue par morceaux sur [a,b] avec a < b alors: f(x)dx <(b-a)x X:{l:lp f(x)|
Définiti ’ b .
le réel I f(x)dx est appelé valeur moyenne de f sur [a : b]
~— Vd[w« de b 4/' cske &(/Mi‘ -"‘” é/é‘/’ mé'me
#= 6 m:ltjm» ffu@. /‘

[ b
Bxdx: b-al - b e )
L bende < ple-aye uf " < uda
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